III. FAKTOR ANALIZi

IIL.1 Giris

Faktor Analizi (FA), bir veri matrisinin temelini olusturan yapiy1 tanimlamayi amag edinen ve
temel gorevleri disinda bircok ¢ok degiskenli istatistiksel analizin uygulanmasinda 6nemli
roller iistlenebilen bir ¢ok degiskenli istatistiksel analiz teknigidir.

FA genel anlamda aralarinda iligki bulunan p sayidaki degiskemle agiklanan bir yapiy1, kendi
icinde iligkili; ancak aralarinda iliski bulunmayan daha az sayidaki (k < p) yeni degiskenle
(faktor, ortak faktor) agiklamaya yarayan bir yontemler toplulugudur. Faktor analizi sonucunda
bulunan yeni degiskenler (faktorler) orijinal degiskenlerin dogrusal fonksiyonlar1 olup birbirine
diktir. Ancak, her faktorii olusturan temel degiskenler arasindaki iliskiler oldukea ytiksektir.

FA yorumlanmasi giig, birbiri ile iliskili ¢cok sayida degiskenden, en az bilgi kayb ile bagimsiz,
kavramsal agidan anlamli az sayida yeni degiskenler (faktorler) bulmayi, ortaya ¢ikarmayi
amaglayan ¢ok degiskenli yontemler biitiiniidiir.

Faktor analizi birbirleri ile iliskili veri yapilarini birbirinden bagimsiz daha az sayida yeni veri
yapilaria doniistiirmek, bir diger deyisle bir olusumun nedenini agikladiklar1 varsayilan
degiskenleri (faktorleri/boyutlar1) ortaya g¢ikarmak ve gerektiginde adlandirmak adaciyla
basvurulan bir yontemler toplulugudur.

Ozet olarak faktdér analizinin temel iki amaci boyut indirgemek (yani degisken sayisini
azaltmak) ve degiskenler arasindaki iligkilerdeki yapiyr arastirmak, diger bir deyisle
degiskenleri siniflamaktir. Faktor analizinde ele aliman degiskenler arasinda, bagimli ve
bagimsiz degiskenler olarak adlandirilacak bir yap1 yoktur. Degiskenlerin hepsi esanli olarak
bir yapiy1 olusturan birbiri ile iligkili degiskenlerdir. Faktor analizi bu yonii ile ¢ok degiskenli
varyans analizi, ¢oklu regresyon analizi, diskriminant analizi, kanonik korelasyon analizi gibi
bir yada birden ¢cok bagimli degisken ile bagimsiz degiskenler arasindaki bagimlilik yapisini
inceleyen yontemlerden ayrilir.

X' = [Xl X5 ... Xp] degiskenler vektorii (orijinal/baslangic sistemi) verilsin. Bu
degiskenlerden bazilar1 kendi aralarinda yiiksek iliskiye (korelasyona) sahipken, diger tiim
degiskenlerle daha diisiik iliski icerisinde olabilir. Birbirleri ile yiiksek iliski igerisinde olan
degiskenleri gruplandirarak yeni degiskenler tiiretebiliriz. Bu yeni degiskenlere faktér yada
ortak faktor adi verilir. Bu yonii ile faktor analizi, degiskenleri gruplandirarak, baslangi¢
sistemini daha az sayidaki yeni degiskenlerle temsil etmeyi veya agiklamayi amaglayan bir ¢ok
degiskenli analiz teknigidir.

Faktor analizinde X;, X,,.. ,X, degiskenlerini, faktér adi verilen daha az sayidaki
fi, for s fm (m < p) rastgele degiskenlerinin dogrusal fonksiyonlari olarak ifade ederiz. Buna
gore faktorler, X;’lerden tiiretilen latent degiskenlerdir. X; degiskenleri gibi birimden birime
degisirler fakat degiskenlerin aksine, faktorler dl¢iilememekte ve gozlenememektedir.



X; (j =1,2,...,p) degiskenleri en azindan orta diizeyde iliskili ise sistemin esas boyut yapisi
p’den daha kiigiiktiir. Faktor analizinde amag, daha az sayida faktorleri kullanarak degiskenler
arasindaki fazlaligi gidermek, yani boyut indirgemektir.

Baslangi¢ sistemine ait degiskenlerin korelasyon matrisinde belirli bir alt kiimedeki degiskenler
kendi aralarinda yliksek korelasyonlara, fakat diger tim degiskenlerle diisiik korelasyonlara
sahip olacak sekilde yiiksek ve diislik korelasyonlarin oldugunu kabul edelim. Bu takdirde alt
kiimedeki degiskenlerin ortaya ¢ikardigi tek faktor olabilir. Eger; diger degiskenler korelasyon
matrisindeki korelasyonlarin benzer yapisi ile degiskenleri benzer sekilde alt kiimelere
gruplandirilirsa, o zaman birkag faktoér bu degisken gruplarini ifade edebilir. Bu durumda
korelasyon matrisindeki oriintii, direkt olarak faktorlere karsilik gelir. Ornegin; p = 5 icin
korelasyon matrisi su sekilde olsun.
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Korelasyon matrisine gére birinci ve ikinci degisken bir faktore karsilik gelirken, tigilincii,
dordiincii ve besinci degiskenlerde bir diger faktore karsilik gelecektir. Korelasyon matrisinin
boyle basit bir oriintiiye sahip olmadigi baz1 durumlarda, faktor analizi degiskenleri kiimelere
ayiracaktir.

Faktor analizi TBA ile ilgilidir. Gergekte her ikisi de degiskenlerin bir kiimesinde basit bir yap1
bulmaya calisir, fakat bircok ydnden de farklidirlar. Ornegin en onemli iki farklilik su
sekildedir:

i) TB’ler baslangig sistemine ait degiskenlerin (X;, t = 1, 2, ...,p) veya standart degiskenlerin
(Zs, t =1, 2,...,p) dogrusal fonksiyonlari olarak tanimlanir. Faktor analizinde ise baglangig
sistemine ait degiskenler veya standart degiskenler faktorlerin dogrusal fonksiyonlar1 olarak
ifade edilir.

i1) TBA’de degiskenlerin toplam varyansinin biiyiik bir kismi1 aciklanmaya calisilirken, faktor
analizinde degiskenler arasindaki kovaryans ya da korelasyonlar agiklanmaya ¢aligilir.

Bu aciklamalarin 15181 altinda faktor analizinin iki temel amacini su sekilde verebiliriz:

i) p-degiskenli bir olayda (p boyutlu bir sistem) birbiri ile iliskili degiskenleri birbirinden
bagimsiz ve daha az sayida yeni degiskenlere (ortak faktor, hipotetik degisken) dontistiirmektir.

i1) Bir olusumu veya bir nedeni agikladiklar1 kabul edilen degiskenleri gruplandirarak ortak
faktorleri ortaya ¢ikarmak ve onlar1 adlandirmak.



Faktor analizi TBA ’nin bir genislemesi olarak diisiiniilebilir. Bu yiizden faktor analizinde analiz
islemleri dogrudan orijinal veri matrisinden degil, bu matristen elde edilen kovaryans matrisi
veya korelasyon matrisi lizerinden yapilmaktadir.

II1.2 Ortogonal (Dik) Faktor Modeli

I11.2.1 Model Tanimi ve Varsayimlar

X' = [X1 X5 ... Xp] degiskenler vektorii (orijinal/baglangi¢ sistemi) verilsin. Bu sistem i¢in
ortalama vektorii E(X) = p: p x 1 ve kovaryans matrisi Cov(X) = Z:p x p olsun. Bu sisteme
ait standart degiskenler sistemini ise Z' = [21 Zy ... Zp] standart degiskenler vektori ile
gosterelim Standart degisken sistemi i¢in ortalama vektor ve kovaryans matrisi sirasi ile
E(Z) = 0:p x 1ve Cov(Z) = Kor(X) = R:p x p dir. Faktdr analizi modeli her bir degiskeni
(Xj veyaZ;,j=1,2,.. ,p), fi, f2r s fm » (M < p) ortak faktorleri ile ilgili degiskene karsilik
gelen hata teriminin (6regin X; veya Z; i¢in &;) bir dogrusal fonksiyonu olarak ifade eder.

Buna gore faktor analizi modelinin baslangi¢ sistemine ait degiskenler cinsinden ifadesi;

Xi—m =lufi+tlafot+ -+ lhmfmt+e
Xy —pp =lpfi tlnnfo+ -+ bhmfm + &2

(3.1)
Xp —Up = lplfl + lpiZ + et lpmfm + &p
seklinde iken, standart sisteme ait degiskenler cinsinden ifadesi ise;
Zy=lafitlpfo+ -+ lmfmt+ &
Zy=lbafitbhofot -+ bhmfm t &
) (3.2)

Zp == lplfl + lpiZ R lpmfm + Ep

seklindedir. Esitlik (3.1) ve (3.2) ile verilen modellerin matris notasyonu ile ifadesi sirasi ile

X—p=LF+eg (3:3)
ve
Z=LF+¢ (3.4)

olarak yazilabilir. Burada L:p X m,F:m X 1 ve € : p X 1 dir. Ayrica:

lix: k-nc1 faktor tizerinde j-nci degiskenin faktor yiiki k=12,...m;j=1,2,..,p)
fi & k-nc1 ortak faktor (k = 1,2, ...,m)

g . j-nci degiskene karsilik gelen 6zel faktdr veya hata terimi (j = 1,2, ..., p)

L= [ljk] : p X m faktor ylikleri matrisi



F = [fi.]: m x 1 ortak faktorler vektori

&= [ej] : p X 1 0zel faktorler veya hata vektorii

anlaminda kullanilmaktadir. Faktor analizi modelinde X jveya Z;, (G =1,2,...,p) degiskenleri
olgiilebilir degiskenlerken, fi, (k = 1,2, ..., m) ortak faktorleri 6lgiilemeyen (gézlenemeyen)
rastgele degiskenlerdir. Bu sebeple ortak faktorlere hipotetik ve latent degisken de denir.

Tamm 3.1 Esitlik (3.1) ya da (3.3) veya Esitlik (3.2) ya da (3.4) ile verilen faktor analizi modeli
icin;

)E(F)=0:mx1 ii)Cov(F)=E(FF') =1,

i) E(e)=0:px1 iv)Cov(e) =E(ee') =¥ =Kos[Uy, ¢p,.., Yp|l i pXP

iv) Cov(F, ) =E(Fe')=0:mxp

varsayimlari saglantyorsa, bu faktor analizi modeline Ortogonal Faktor Modeli denir.

Bu tanim dikkate alindiginda bir ortogonal faktér modelinde; birinci varsayima gore
k=1,2,...mi¢in E(f,) =0ve i+ k=1,2,..,m igin Cov(fy,f;) =0 ve Var(fi) =1
demektir. Yani ortak faktorler sifir ortalamali, birim varyansh ve birbirleri ile ilskisiz
olgiilemeyen rastgele degiskenlerdir. Ikinci varsayima goére; j=1,2,..,p icin E (ej) =0,
Var(sj) = l/)j vei#j=1,2,..,pi¢in Cov(ej , el-) = 0 demektir. Bu ise hata terimlerinin sifir
ortalamali, farkl1 varyanslara sahip iliskisiz rastgele degiskenler oldugu anlamina gelir. Ugiincii
varsayima gore k = 1,2,...,m;j =1,2,...,p i¢in Cov(fk ,sj) = 0 olup, ortak faktorler ile
0zel faktorlerin / hata terimlerinin iliskisiz olmasi demektir.

Sonuc:1 Esitlik (3.3) ile verilen m-ortak faktorlii bir ortogonal faktér modeli;

1) X degiskenler vektoriine ait varyans kovaryans yapisini

T=LL+V¥ (3.5)
seklinde agiklar. Bu yapiya X matrisinin faktérlesme yapisi denir.

i1) Baglangi¢ degiskenleri ile ortak faktorler iligkilidir ve C ov()_( JF ) = L dir.

Ispat X — p=LF + ¢ bir ortogonal faktér modeli olsun. Bu durumda Tanim:1 deki

varsayimlar saglaniyor demektir.

i) % = Cov(X) = Cov(X —p) =E|(Xx —p) (x - E)] =E|(LF +&)(LE + )|
=E[(LE+e)(F'L'+¢& )| =E(LFF'L+LF e +eF'L'+ e¢') =E(LEF'L') +

E(LF ) +E(eF'L)+Elee| = LE(EF')L' + LE(F &) + E(e E')L' + E[z £'] = LInL +
L[0] + [0]L + ¥ =

S=LL+V¥Y



elde edilir.

i) Cov(X ,F) = Cov(X -, F) =E|(X—p) F'| - E(x - p) E(F') =

E|(x-p) F|=E((LE+2)F') = E(LEF') + E(e F') = LE(EF') + [0] = LI, = L
bulunur.

Sonuc¢:2 ¥ matrisinin Sonug:1’de verilen faktorlesme yapisina gore, £ matrisine ait p tane

p(p-1)

varyans ve =2 tane kovaryans ( p + p@-1 _ p(+1)

2

tane eleman) p X m tane faktor yiikii

(L) ve p tane ozel faktér varyanst (;) (toplam px (m+1) tane eleman) ile

aciklanabilmektedir. Oyle ki;

Var(X;))=oj; = + 1+ + 1 +y;, j=12,..,p (3.6)
Cov(X;,X,) = 05 = Lyl + Lplig + -+ Lpplem jJ#£E=1,2,...,p (3.7)
yazilabilir.

i1) Baslangi¢ degiskenleri ile ortak faktorler iligkili olup;

Cov(X;, fi) =lxn j=12,...;;k=12,..,m (3.8)
olarak elde edilir. Bu ise X; degiskeni ile fj faktorii arasindaki iliski [;; faktor yiikii demektir.
Esitlik (3.6) faktor analizi sonuglarint degerlendirmemizde 6nemli rol oynar. Bu esitlige gore
her bir X; degiskenine ait varyans, ortak faktorler tarafindan agiklanabilen varyans ve
agiklanamayan varyans olarak iki kisma ayrilmaktadir. Her bir X; degiskenine ait varyansin
ortak faktorler tarafindan agiklanabilen kismina X; degiskeninin komiinalitesi denir ve hjz ile
gosterilir. Bu durumda X; degiskenine ait komiinalite;

W=+ ++1,,j=12.,p (3.9)
seklinde gosterilir. 1; ise X; degiskenine ait varyansin ortak faktorler tarafindan agiklanamayan
kism1 olup, 6zel faktor varyansi/hata varyansi olarak adlandirilir. Boylece Esitlik (3.6) daha
kisa bir gosterimle;

Var(X))= hl+y;, j=12,..,p (3.10)

seklinde yazilabilir.

Sonug:2’ye gore; egerm < pisep X (m+ 1) < p(pTH) dir. Gergekten p = 12 ve m = 2 iken

p(p+1) _ 12x13
2
36 elemanla agiklanabilecektir.

= 78 farkli eleman, ortogonal faktor modeline gore p X (m+ 1) = 12X 3 =

Eger m =p ise bu durumda ¥ matrisi ortak faktorlere ait faktor yiikleri ile tamamen

agiklanabileceginden X = LL' yazilabilir. Bu takdirde ¥ = [0] olur. Ancak bdyle bir durum



verilen bir sistemde boyut indirgemeyi ger¢eklestirmediginden uygulamalarda genellikle tercih
edilmez.

Diger taraftan ortak faktor sayisinin (m) ¢ok kiigiik olmasi durumunda her ne kadar X vektoriine
ait kovaryans yapisinin agiklanmasi i¢in £ = LL" + ¥ denklemi niimerik ¢6ziimler verse de bu

cozlimler istatistiksel olarak anlamli olmayabilir.

1,0 09 0,7
Ornek:1 X' = [X; X, X;] degiskenler vektorii icin kovaryans matrisi X = [0,9 1,0 0,4]
07 04 1,0

olsun. Ortak faktor sayist m =1 iken X degiskenler vektoriiniin kovaryans yapisinin
aciklanmasinin anlamli olup olmadigini gdsteriniz?

H1
6ziim m =1 durumunda ortogonal faktéor modeli X —u=LF+¢ ig¢gin pu= \Hz],

M3
L1 €1
L=\l , F =[f1] , € = | €2 |olup, bunlar model denkleminde yerlerine yazilirsa:,
l31d3,, &

X1—m=lhfite
Xy =y =lifi+e

X1 — Uy = l31f1 + &3 olup, X’niin kovaryans yapisinin agiklanmast;

1,0 0,9 0,7] 1%1 Lirlar lLials Y,

>=LL+¥Y=(09 10 04 l%l lhl31] + Y,
0J7 0!4 1FO ...... 132)1 lp3
olarak yazilabilir. Buradan elde edilecek olan denklemler;
1,0= l%l +9, 0,9=l11151 0,7=l11131
l 0,7 0,4
1,0:1%1 + lpz 0,4:l21l31 = i = 0_,4 = l21 = Glll 0|UI’
1,0=13; + 93
0,4 0,4 0,9%0,7
0,9:111121 = 111 X mlll = G l%l = l%l = 0>’<4 = 1,575 = lll = i1,255 bulunur

Var(X,) = 1 ve ortogonal faktor modelinin varsayimlari geregince C ov(E ) = [ olacagindan
Var (f,) = 1’dir. Ayrica Cov(X ,F ) = Cor (X,F ) = Lolup, Corr(Xy,f,) = i; = £1,255
elde edilir ki, bu sonug istatistiksel olarak anlamsizdir. Ciinkii iki degisken arasindaki
korelasyon -1’den kiigiik ve +1°den de biiyiik olamaz.

Diger taraftan; g;; = hjz +;olup, j = ligin 0y9 = hi +¢; = 1=, +; = 1=1,575+y,
= 1, = —0,575 < 0 bulunur. Burada ¥, X; degiskenine karsilik gelen 6zel faktor varyansi
oldugundan bdyle bir sonug yine istatistiksel olarak anlamsizdir.



Sonug olarak ortak faktor sayisi ¢ok kiigiik oldugunda her ne kadar kovaryans yapisinin
aciklanmasi ile denklemin niimerik ¢oziimleri bulanabiliyor olsa da bu ¢oziimler istatistiksel
olarak bir anlam ifade etmezler.

Sonug¢:3 Esitlik (3.4) ile verilen m-ortak faktorlii bir ortogonal faktor modeli;

i) Z degiskenler vektoriine ait varyans kovaryans yapisini

R=LL+V¥ (3.11)
seklinde agiklar. Bu yapiya R matrisinin faktérlesme yapisi denir.

Esitlik (3.11)’e gore;

Var(Z) =1 + 15+ + 2.+, j=1,2,..,p (3.12)
olup, burada hjz = l]-z1 + l]-z2 + -+ ljzm oldugu dikkate alinirsa;

1=h+vy;, j=1,2,..,p (3.13)
yazilabilir. Ayrica;

COU(Z]‘, Zt) = jt = ljlltl + ljzltz + -+ ljmltm ] *+t= 1, 2, Y (314)
olur.

ii) Standart degiskenler ile ortak faktdrler iliskilidir ve Cov(Z,F) =Kor(Z,F) =L
olacagindan boylece;

COU(Zj,fk) = KOT(Zj,fk) = bikn ] = 1,2, ,p,k = 1, 2, e, M (315)

yazilabilir.



